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Die Hauptergebnisse dieser Arbeit lassen sich grob auf folgende Weise 
zusammenfassen. 
Seitm k eih K&per, G eine.formelle Gruppe, G’ eine Untergruppe von G und H, 
H’ bzw. H//H’ die zu G, G’ bzw. G/G’ gehijrigen Hopfalgebren bzw. Coakebra. 
In den me&en Fiillen exist&t ein H//H’-colinearer, H’-linearer, unitiirev und 
augment&e-r Isomorphismus HI/H’ @ H’ g H. Ist der Index von G’ in G 
adlich, so ist H’ C H eine Frobeniuserweite-rung zweiter Art im Sinne volt 
Nakayama- Tsuzuku [ 11, Section 9 11. 
Die unten formulierten Satze A und B enthalten die priizisen Fassungen 
dieser Resultate. Wir konstruieren insbesondere einen ausgezeichneten 
Frobeniushomomorphismus f von H nach H’. Fur konstante Gruppen 
G’ C G sind die Satze aus der Darstellungstheorie abstrakter Gruppen 
wohlbekannt und leicht zu beweisen. Dann sind niimlich H, H’ und H//H’ 
von der Gestalt 
H’ = k[D’J C H = k[DJ, D’ C D abstrakte Gruppen, H//H’ = k[D/D’]. 
Die Zerlegung k[D/D’] @ k[D’] s k[D] ist die von einen Reprasentanten- 
system induzierte. 1st [G : G’] = [D : 0’1 < co, so bilden H’ = k[D’] C H = 
k[D] sogar eine freie Frobeniuserweiterung erster Art im Sinne von [ll] 
(siehe such Kasch [7]), d.h. H ist als H’-Links- und Rechtsmodul endlich 
erzeugt und frei und die H’-H-Bimoduln H und Hom(H,t , H&) sind 
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isomorph. Fur den Fall, daB G endlich, d.h. [H : k] < co, und G’ = 1 sind, 
bewiesen Larson-Sweedler in [8], da0 H eine Frobeniusalgebra ist, und 
konstruierten ebenfalls einen ausgezeichneten Frobeniushomomorphismus in 
Analogie zum Fall der endlichen Gruppen. Fur alle iibrigen Falle sind die 
Ergebnisse neu. Sie sind z.B. anwendbar, falls die Charakteristik p von k 
positiv und G und damit G’ infinitesimal von derH6he 1 sind, d.h. falls H’C H 
die universellen p-Hiillen von p-Lialgebren g’ C g sind. 
Die prazise Formulierung des Zerlegungssatzes findet sich in 
SATZ A. Situation wie oben. Der Index von G’ in G sei beliebig, d.h. nicht 
notwendig endlich. Es gelte 
(a) Fiir jede endliche Kiirpemweiterung k C 1 sei die Abbildung G(1) - 
(G/G’)(Z) surjektiv oder 
(b) G’ ist endlich. 
Dann existiert ein k-Isomorphismus IZ H//H’ @ H’ g H mit folgenden 
Eigenschaften: 
(I) I ist links H//H’-colinear und rechts H-linear. 
(II) I(&, @ lH,) = lH , d.h. I ist unitar. 
(III) I ist mit den Augmentationen vertraglich (augmentiert). 
Die Bedingung (a) ist erfiillt, falls G/G infinitesimal oder k algebra&h 
abgeschlossen sind. Insbesondere ist H als H’-Rechtsmodul projektiv. Fur 
separable Gruppen tiber nicht algebraisch abgeschlossenen Kijrpern ist H 
als H’-modul im allgemeinen nicht frei, selbst bei Charakteristik Null oder 
fur endliche k. 1 
Zum Beweis der Frobeniuseigenschaft nehmen wir an, da13 der Index 
[G : G’] := [H//H’ : k] endlich ist. Wir zeigen zuniichst mit Hilfe des Satzes 
von Dieudonne-Cartier [3, Theorem 21 die bis auf Skalare eindeutige 
Existenz eines Integrals im Sinne von [8] der Algebra B := (H//H’)*, d.h. 
eines Elementes J # 0 in B mit bJ = E(b)f: b E B, E = i, E B* = H//H 
(Satz 4.1). Mit diesemf ist die Abbildung 
-- 
f: H -+ H’: x t-+ c wf(4, 44 = c X(l) 0 X(2) 
(X) (2) 
wohldefiniert und rechts H-linear. Mit Hilfe von f erhalten wir die rechts 
H-lineare Abbildung 
F: H -+ Hom(HH, , H;I,): x ~fx. 
SATZ B. Der Index van G’ in G sei endlich. Beaeichnungen wie oben. 
(I) H ist ein end&h erzeugter, projektiver Rechtsmodul tier H’. 
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(II) F ist bijektiv. 
(III) Es gibt genau eirzen Endomorphismus b won H’, welcher 
(111.1) ~(x’x) = b(x’)f(x), x’ E H’, x E H, und 
W.2) %4 = C(z) w(w 4(-w), 3 E H’, 
erfiillt, und dieses b ist ein k-Algebraautomorphismus von H’. 1 
Die Eigenschaften (I)-(III) besagen insbesondere, da13 H’ C H eine 
Frobeniuserweiterung zweiter Art im Sinne von [l l] ist. Wesentliches 
Hilfsmittel zum Beweis von Satz B ist 
SATZ C. Voraussetzungen wie in Satx B. Eine der folgenden Bedingungen 
sei erfiillt : 
(a) G ist separabel. 
(b) Die Charakteristik won k ist Null. 
(c) Die Charakteristik won k ist positiv, der separable Teil GSeI, von G 
ist endlich und der injnitesimale Teil GO won G habe endliche Hijhe. 
Dann gibt es einen in G’ enthaltenen Normalteiler von G von endlichem 
Index. 1st im Fall (c) Gs,n nicht endlich oder GO von unendlicher Hohe, so 
ist die Aussage des Satzes im allgemeinen falsch (Gegenbeispiel (3.9) und 
(3.10)). I 
Im ersten Paragraphen stellen wir meistens ohne Beweise die von uns 
benijtigten Ergebnisse der Theorie der formellen Gruppen iiber einem 
Grundkorper k dar, wie sie Gabriel in [5] allgemeiner fiir einen pseudo- 
kompakten Grundring entwickelt hat. Dabei legen wir insbesondere die 
Bezeichnungen und die Terminologie fest und ziehen such einige einfache, 
aber wichtige Folgerungen. Die Paragraphen 2, 3 un 4 dienen dem Beweis der 
S&e A, C und B in dieser Reihenfolge. Im letzten Paragraphen 4 zeigen wir 
die Existenz des Integrals Jvon B (Satz 4.1) und reduzieren den Beweis von 
Satz B auf den Fall eines algebraisch abgeschlossenen Kiirpers k und auf 
einen weiteren wichtigen Hilfssatz (Satz 4.3). Die wesentlichsten Hilfsmittel 
dazu sind die Ergebnisse von [12], wo wir zu Satz A und B analoge Resultate 
fur lokal freie, endliche algebraische Gruppen tiber einem beliebigen Grund- 
ring k herleiten, und Satz C. In [12] geht der Hauptsatz von Larson-Sweedler 
[S] wesentlich ein. 
Anwendungen haben die Satze A un B auf die iibliche Weise in der relativen 
homologischen Algebra der Erweiterung H’ C H und in der Darstellungs- 
theorie (z.B. induzierte Darstellungen). 
Der Zeitschriftenreferent fur diese Arbeit, Herr Dr. Detlef Voigt, Univer- 
sitat Bonn, machte mehrere gute Vorschlage. Von ihm stammen die Bedin- 
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gung (a) von Satz A und ein Beweis des Satzes unter dieser Bedingung 
mit Hilfe der Theorie der Torseurs [4, 111.41. Unser urspriinglicher Beweis 
fiir den Fall, daB G/G’ infinitesimal ist, basiert auf einer Idee von Milnor- 
Moore [IO], lie5 sich ohne wesentliche Anderung such zum Beweis von 
Satz A unter der Bedingung (a) anwenden und findet sich jetzt als Beweis 
von Satz 2.2. Weiter fand Voigt den sehr eleganten Beweis von Satz C (c) 
und das Gegenbeispiel 3.10. 
Es bedeute “0.E.d.A” = “ohne Einschrankung der Allgemeinheit”. 1st ‘% 
eine Kategorie, so bezeichne ‘%(A, A’), A, A’ E: ‘%, die Menge der Morphismen 
von A nach A’. ‘I(,’ kenzeichnet das Ende eines Satzes, Beweises usw. 
Innerhalb eines Paragraphen werden Satze, Propositionen, Formeln usw. 
durchnumeriert. Zitiert wird nach dem Dezimalsystem. 
1. DIE GRUNDSITUATION 
I. 1. Dualitiiten und Aquivalenzen 
Es sei k ein beliebiger Kiirper. Seien !lB = WI, die Kategorie der k- 
Vektorraume und ‘#I = $fi, die Kategorie der linear kompakten K-Vektor- 
r&me [9, 27.11. 
Man erhtilt das Paar zueinander quasiinverser Dualitaten [9, 29.11, 
M -+ M* = Hom,(M, k), 
X* = HomL,JX, k) c X. (1) 
Dabei tragt M* die endliche Topologie und bezeichnet Horn&X, k) die 
Menge der stetigen, k-linearen Abbildungen von X nach k. Bezeichnen 
0 = Ok und @ = & das Tensorprodukt bzw. vollstandige Tensor- 
produkt [5,0.3] in 9JI bzw. ‘@, so gilt 
(M@N)*=M*@N*, (XBY)*=X*@Y*, M,NE!IJI, X,Yd%. 
Seien ‘8 = 911, die Kategorie der endlich dimensionalen, kommutativen und 
@ = ‘@, diejenige der linear kompakten (such proetdich oder pseudokompakt 
genannt), kommutativen k-Algebren [5,0.4]. Sind A, A’ E ‘&, so ist 
‘@(A, A’) = Alg,,,,(A, A’) 
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die Menge der stetigen k-Algebrahomomorphismen von A nach A’. Die 
Einheit bzw. Multiplikation von A E @ bezeichnen wir mit 
7 = 7(A) = rlA: k = A: a -+ alA = o! bzw. 
p = p(A) = pA: A 8 A --+ A. 
Jede kommutative, linear kompakte k-Algebra ist eindeutiges Produkt von 




wobei M alle offenen masimalen Ideale von A durchlauft [5], 0. 1, 1, 
Sei 6 = Q& die Kategorie der cokommutativen k-Coalgebren H im Sinne 
von [13, 1 .O]. Die Coeinheit (such Augmentation) bzw. Comultiplikation 
(such Diagonalabbildung) werden wie iiblich mit 
e=+=<(H):H--tk bzw. o=A,=A(H):H-+H@H 
bezeichnet. Es sei aul3erdem H+ = Ke eH . Wir benutzen die Bezeichnung 
44 = c X(l) 0 X(z) = 2 X(l) 0 X(z) Y XEH, 
(2) 
von [13, 1.21, und die dort hergeleiteten Rechenmethoden. Die quasiinversen 
Dualitaten (-)* von (1) induzieren auf natiirliche Weise ein Paar quasi- 
inverser Dual&ten 
a, + (-)* f a, . (-I* (3) 
Ein Objekt X in (2f, , A&), der Kategorie aller Funktoren von ‘& in die 
Kategorie &d der Mengen, heiBt formelles k-Schema falls X endliche Limites 
erhalt. Bezeichne 9%$&’ = 9%fk die volle Unterkategorie von @I, , A.) 
aller formellen k-Schemata. In [5, 1.11, wird eine zu 9Z&fk Hquivalente 
Kategorie Kategorie der formellen k-Schemata genannt [5], 0.4.2. Dann ist 
der Funktor form&es Spektrum 
spf : i?& - 5%&a : A -+ Spf(A) = &#L -) la 
eine Dual&t [5, 0.4.21. Die Umkehrung wird mit 
c%&fk -+ ‘@, : X -+ A(X) 
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bezeichnet, d.h. X(C) = ‘@A(X), C), C E 2I. Insgesamt erhalt man die 
Kette von Aquivalenzen 
Wir bezeichnen H(X) = A(X)*, X E %&fk . Mit H : = H(X) ist hier 
X(C) ={zcEC@H;A C@&) = x 0 x, %@&4 = 11, CEVI 
wobei ACBH bzw. l COH die Fortsetzungen von AH bzw. Q, auf die C-Coalgebra 
C @ H sind. 
1st X = Spf(A) ein formelles Schema, so I&t sich X eindeutig zu einem 
Limites erhaltenden Funktor von ‘$I nach ~6% fortsetzen, namlich durch 
X(.4’) = !B(A, A’) = lim,* X(A’/a’), 
wobei a’ die offenen (automatisch endlich codimensionalen) Ideale von 
A’ E: @ durchlauft. Ebenso I& sich X fortsetzen auf die Kategorie aller 
kommutativen k-Algebren C durch 
X(C) = Ak,.,,tA C) = U X(B). 
B 
Dabei trzigt C die diskrete Topologie und durchlauft B alle endlich dimen- 
sionalen Unteralgebren von C. 
5. BEISPIEL. 1st M eine Menge, so bezeichne Mk das assoziierte konstante 
formelle Schema mit H(MJ = k[M], A(M,) = KM Dabei ist k[M] die 
k-Coalgebra mit der k-Basis M. A(m) = m @ m, c(m) = 1, m E: M. Man 
erhalt das Paar adjungierter Funktoren 
v&~Ych&;:M++Mb, X(k) +-I x (6) 
wegen Hom(Mk , X) z Algk,,@(X), KM) z ~gk,,,(4X), kY z X(kY = 
~4W -VW. I 
In 6 und ‘8 existieren alle Limites und Colimites. Die Injektionen bzw. 
Surjektionen sind in ‘9R, ‘@, 0. und ‘%I genau die Monomorphismen bzw. 
Epimorphismen [5], 1.3. Sei $& die Kategorie der cokommutativen k-Hopf- 
algebren H im Sinne von [13, 4.01. Die Einheit bzw. Multiplikation bzw. 
Antipode werden mit 
~=~H=~(H):k-%H:a~alH=:abzw. 
p = pn = /L(H) bzw. S = SH = S(H) 
481/31/I-2 
16 omw UND SCHNEIDER 
bezeichnet. Es sei zu&tzlich 
Xf = x - q&(x) = x - E.(x), xcH. 
Entsprechend sei 5, die Kategorie der linear kompakten, kommutativen 
K-Hopfalgebren A mit der Coeinheit E = Ed = E(A), Comultiplikation 
A = A, = A(A) und der Antipode S = S, = S(A). Wieder sei 
A+ = KeEA,a+ = a - E(U), a c A. SchlieBlich sei 934/k die Kategorie der 
formellen k-Gruppen, d.h. der Gruppen in Y&fk oder, anders ausgedriickt, 
der Funktoren 
G : A -+ 3t, ?J+ = Kategorie der Gruppen, 
deren unterliegender mengenwettiger Funktor ein formelles Schema ist. 
Die Kette (4) von iiquivalenzen induziert die Kette von Aquivalenzen 
1st z.B. D eine diskrete (abstrakte Gruppe), so ist D, eine konstante formelle 
Gruppe, deren Hopfalgebra H(L),) d ie iibliche k-Gruppenalgebra k[D] ist. 
Die Kategorien ‘& und 9U;P fiihrt man allgemeiner fur jeden kommutativen 
artinschen Ring, z.B. fiir eine endlich dimensionale Algebra iiber einem 
KBrper, ein. Der Funktor Spf ist dan weiter eine Dualitat (5, 0.4.21. 
1.2. Homogene R&umz 
Seien X ein formelles k-Schema un R C X x X eine Aquivalenzrelation 
in L%&‘~ auf X. In L%L,Jexistieren alle Colimites, also insbesondere 
X/R = Cok(R % X), kan: X---f X/R, 
fiz 
wobei Cok den Differenzcokern und pi, i = 1, 2 die beiden Projektionen 
bezeichnen. Fiir die zugehorigen linear kompakten Algebren gilt natiirlich 
44 
A(X/R) = Ke(A(X) C A(R)). 
Die kanonische Abbildung A: R -+ X xXiR X, definiert durch 
R(B) ‘@) + X(B) XX/R(B) X(B): x I-+ (P,(W)> PdB)W), ~3 E cu. 
oder kiirzer R + X xXIR X : x + (pi(x), ps(x)), ist im allgemeinen kein 
Isomorphismus. Fiir die treuflactren Morphismen ist dies dagegen der Fall 
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[5, 1.41. Fur A E ‘& hei& ein linear kompakter (= pseudokompakter in 
[5, 0.21) A-modul P topologisch flach bzw. treuflach, falls der Funktor 
P Gj, (-) auf den pseudokompakten A-Moduln exakt bzw. treuexakt ist. 
Nach [5, 0.3.71 ist P genau dann topologisch flach bzw. treuflach, falls P 
topologisch projektiv bzw. top. projektiv und treu ist. Ein Morphismus 
A -+ A’ in ‘@ he& topologisch flach bzw. treuflach, falls dies fiir A’ als 
A-Modul gilt. Ein treuflacher Morphismus ist insbesondere injektiv, also 
A C A’ 0.E.d.A. Ein Morphismus f: x’ + X in %@’ von formellen 
Schemata heiBt flach bzw. treuflach, falls A( f ): A(X) + A(X’) in Q dies ist. 
Wie in [2, Propositions 2.3.15 und 1.3.91, folgt, da13 diese Definition mit der 
in [S, 1.3.11, iibereinstimmt. 1st R C X x X in Z&f eine treuflache Aqui- 
valenzrelation auf dem formellen Schema X, d.h. eine iiquivalenzrelation 
mit der Eigenschaft, daB eine und dann beide Projektionen flach und dann 
treuflach sind, so sind such 
kan : X -+ X/R treuflach und A : R -+ X x X,R X (7) 
ein Isomorphismus [5, 1.41. Beweise, in die Quotienten der Gestalt X/R, 
R C X x X in Z$f eine treuflache Aquivalenzrelation, eingehen, fiihrt 
man hiiufig am einfachsten, wenn man formelle Schemata als Garben bzgl. 
der (treu)flachen (Grothendieck-) Topologie auffaBt [5, 1.51, da man Beweise 
in Garbenkategorien auf Beweise in ~?e zurtickftihren kann. 
Seien nun insbesondere G eine formelle Gruppe und G’ eine Untergruppe 
von G. Die zugehijrigen Algebren seien A := A(G), A’ := A(G’), H : = 
H(G), H’ : = H(G’). Die Injektion G’ C G induziert die Surjektion kan : A -+ 
A’ : a H & und die Injektion H’ C H. Offenbar ist die Injektion 
G x G’ 3 G x G : (s, s’) + (a’, s) 
eine treuflache Aquivalenzrelation auf G. Der Quotient wird wie iiblich mit 
G/G’ bezeichnet und ist ein punktiertes formelles Schema, d.h. mit der 
Injektion 1 = Spf(k) + G --f kan G/G’ versehen. Die exakte Folge 
GxG’ u’ ‘G~G/G’,~‘:GxG’CGxG~G 
proj+ 
von formellen Schemata induziert mit B := A(G/G’), H//H’ := H(G/G’) 
die exakte Folge 
BCA& 
ln7’ 
A a A’, A’: A --%A~A ‘@-+A&4’ 
Inj=A@~:A=A@k-+A@A’ 
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in a, also in @, und damit die exakte Folge 
H@)cH@H’-tH@k=H 
in !lX, d.h. H//H’ = H/HH’+. Das Bild von x E H in H//H’ wird wieder mit 
f bezeichnet. Da G/G’ ein punktiertes formelles Schema ist, ist H//H’ eine 
k-Coalgebra mit der von H induzierten Struktur und dem ausgezeichneten 
Element IHIIH, = G . Offenbar ist H//H’ such ein H-Linksmodul mit 
iq=i@, x,y~H. D b a ei entsprechen der Multiplikation H @ H//H’ -+ 
H//H’ die Comultiplikation A = A,,, : B -+ A @ B und die kanonische 
Operation G x G/G’ + G/G’. Das Diagramm 
km G-G/G 
T t 
G’ - 1 = Spf(k) 
ist kartesisch, was am einfachsten mit Hilfe des Garbenargumentes von oben 
zu sehen ist, da die Behauptung fiir abstrakte Gruppen bekanntlich stimmt. 
Es folgen das cokartesische Diagramm 
A 3 B 
1 1 kan G 
A’& k, d.h. 
A’ = A &, k = A/AB+, Bf = Ke(e : B -+ k), (8) 
also in ‘$I die exakte Folge 
und in ‘$I die exakte Folge 
b-+ c X(l) 0 X(z) , 
H’CH& 
fW) 
lnl , H 0 HI/H’: x 
t--t c X(1) 0 4%)) lH,,H’ = x 0 lH//H’ * 
(0) 
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Fur x E H gilt also 
Die Kardinalzahl [G : G’] := [H//H’ : k] bezeichnen wir als Index von G’ 
in G. 
1.3. Separable und injnitesimale formelle Gruppen 
Eine linear kompakte k-Algebra A heiBt separabel, falls die lokalen Bestand- 
teile von A (2) endlich dimensionale, separable Kijrpererweiterungen von k 
sind, d.h. falls A = J&r ki , k C ki endlich dimensionale, separable Kiirperer- 
weiterung, gilt. Ein formelles Schema X bzw. ein HE 5 heiDt separabel, 
falls A(X) bzw. H* separabel sind. Ein separables Schema iiber einem 
algebraisch abgeschlossenen K&per K ist konstant (5). Sei %&&ep,a die volle 
Unterkategorie von L&&f k aller separablen formellen Schemata. Jedes A E ‘& 
en&It eine gr@te separable Unteralgebra Asep E a, und die Injektion 
Asep C A ist natiirlich treuflach. Anders ausgedriickt besitzt die voile 
Einbettung %&&, C %A{ einen links adjungierten Funktor [5, 1.61, 
und der von der Injektion Asep C A induzierte universelle funktorielle 
Morphismus kan = p, : X-+ X,,, ist treuflach. Nach [5, 2.5.11 gilt 
(X x Y)se* = xsep x Ysep , PXXY = Px x PY , x, y E fify. 
1st insbesondere G eine formelle Gruppe, so ist such Gsep eine und po ist 
ein Epimorphismus formeller Gruppen. Sei dann 
G, : = Kepo = p;i(l) = Spf(k) x o sepG, 4, = A(‘%), H,, = H(G,). 
Dann ist G,, ein Normalteiler von G mit A(G,) = A,, = AKec , E : A -+ k, 
und die Folge [5, 2.5.11, 
l+G,CG-%G,,,+l 
formeller Gruppen ist exakt. Die Gruppe G hei& infinitesimal, falls G = G, 
ist, d.h. falls A(G) lokal ist [5, 2.5.11. Allgemeiner betrachten wir fiir punk- 
tierte formelle Schemata Spf(k) -+ X 
X, : = W(k) x xsep X mit A(X,) = A(X),, , E: A(X) + k. 
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1st G’ C G eine Untergruppe, so erhalt man ein kommutatives Diagram mit 
exakten Zeilen und senkrechten Injektionen 
I -+ G,’ C G’ - Giep -+ 1 
nn n (11) 
l-+G,CG+Gsep+l. 
Mit H = H(G), H’ = H(G’), HO = N(G,), H,,’ = H(G,‘) ergeben sich 
daraus die Injektionen 
G,,/G,’ -3 G/G and f4iiHo’ -+ HIP (12) 
und die Surjektion G/G’ --f Gser,/G& . 1st iz ein perfekter I&per, so existiert 
nach [5, 2.5.21, ein funktorieller Schnitt 
s, : x,,, -+ x von p, mit sXXv = sX x sY , x, Y %A{. 
1st G eine formelle Gruppe, so ist so ein Gruppenschnitt von p, , also G das 
semidirekte Produkt von Gsep und G,, , wobei Gser, von rechts auf GO vermiige 
Go x Gep -+ G,,: (x, s) -+ $(s) x+(s) = : x o s (13) 
operiert. Wir identifizieren 
G = Gsep x G,, (14) 
mit der Multiplikation (s, x)(t, y) = (st, (x 0 t) y). 1st k algebraisch ab- 
geschlossen, so ist Gsep konstant, also 
G sep - 4, D = G(k), H(Gse,) = WI. 
Die Gruppe D operiert von rechts auf Ho = H(G,,) vermoge Hopfalgebra- 
automorphismen, Ho x D --f Ho : (x, s) + x 0 s, und es ist 
H = H(G) = k[D] @ H,, (15) 
mit der Multiplikation (s @ x)(t @ y) = st @ (x 0 t) y, s, t E D, x, y E Ho . 
1st G’ C G zusatzlich eine Untergruppe mit H’ = H(G’), Ho = H(G,‘), 
D’ = G’(k), so gilt entsprechend H’ = k[D’] @ 23, C H = k[D] @ Ho . 
Weiterhin gilt G/G’ s (G/G’)sep x (G/G’)s in s&k . Diese Zerlegung ist 
nicht funktoriell. Genauer gilt die folgende 
16. PROPOSITION. Bezeichnmgen mie oben. Der I&per k sei algebraisch 
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abgeschlossen. Sei (si; i E I), 1 E I, s1 = 1, ein Repriisentantenytem van D/D’, 
also D = (Jifi siD’. Dunn ist durch 
H//H’ + k[D/D’] @ H,//H,,‘: sis’ @ x w ; @ x 0 s’-l, 
i E I, s’ED, XEH,,, 
ein augmentierter, unitiirer Coalgebraisomorphismus dejiniert. Insbesondere ist 
H//H’ = GiEi si @ H, eine Coalgebrazerlegung von H//H’. 
Beweis. (1) Sei q: H = k[D] @ H,,+ Ho//H,’ definiert durch q(s @x) = 0, 
falls s $ D’, und q(s @ x) = x . s-r fur s E D’. Wie man leicht verifiziert, gilt 
fur s’ E D’ und x’ E H,-,’ q((s @ x)(s’ @ x’)) = q(s @ x) E(x’). Also ist 
p: H//H’ -+ Ho//H,,‘: s @ x ++ q(s @ x) 
wohldefiniert. 
-- 
(2) Wir zeigen H//H’ = &El si @ H, . Dabei ist si @ H,, das Bild 
von~~@H,,=ks,@H,CH=k[D]@H,inH//H’.Fiirs~D,s’~D’, 
x E H,, gilt (s @ x)(s’ @ 1) = ss’ x x o s’. Mit x 0 s’-i statt x folgt ss‘ @ x = 0 -- 
s @ x o ~‘-1. Also ist H//H’ = Cifl si @ H,, . Sei andererseitsx si @ xi = 0, 
XiEHo, xi = 0, fast alle i E 1. Da H//H’ H-Linksmodul ist, folgt daraus fur 
alle j E I 
2 pi cg xi = 0, also p 
( 
C s;lsl @ xi = xj = 0 
isx 1 
-- -- 
in H,//H,‘. Es folgen 1 @ xj = 0 und sj @ x9 = 0 in H//H’. Damit ist 
H//H’ = ois, si @ H, . Wegen 
- - -- 
s~@H,~s&H,:s~@xH<@~ 
folgt daraus der Isomorphismus 
H//H’ + k[D/D’] @ Ho//H,,‘: si @ x t-+ & @ x, i E I, XEH@. 
Wie man leicht nachprtift, ist dieser ein Coalgebraisomorphismus und 
unitar. 1 
17. FOLGERUNG. Voraussetxungen wie in Proposition 16. Sind B = A(G/G’) = 
(H//H’)*, B, = k[D/D’]* = kDID’ und B, = A(G,/G,‘) = (Ho//H,‘)*, so 
sind die augmentierten linear kompakten k-Algebren B und B, G B, isomorph. 1 
1.4. Skalarenerweiterung 
Sei T: k -+ 1 ein Korperhomomorphismus. In den meisten Fallen nimmt 
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man 0.E.d.A. T = Inj : K C I an. Man erhalt Funktoren “Skalarenerwei- 
terung” [5, OS], 
mit (I Ok X)(C) = X(,C), C E ‘u, . 
Dabei stimmt ,C als Ring mit C iiberein und wird vermiige V: K + Z als 
k-Algebra aufgefaBt. Fur ,C schreiben wir oft nur C. Wie man schnell 
nachpriift, sind die Funktoren “Skalarenerweiterung” mit den Aquivalenzen 
c& z ‘iq” g s%f~ (4) 
vertraglich. Die Skalarenerweiterung Z Qj, (-) erhalt alle Limites und 
endliche Colimites, dual erhalt Z Ok (-) : %/z{~ --+ 9%~~ alle Colimites und 
endliche Limites. Insbesondere erhalten beide Monomorphismen und 
Epimorphismen, und es gilt 
1 Ok G/G’ = 1 Ok G/Z Ok G’, G’ C G formelle Gruppen, (18) 
und daher A(Z @ G/G) = I@ A(G/G’) usw. Mit den Beziehungen von 
Abschnitt 1.3 gilt such 
1st M eine Menge, so hat man 1 Q Mti = ML . Wir betrachten die Funk- 
toren “Skalarenerweiterung” such in dem Fall, daB 1 E 2& und k --t I der 
Strukturmorphismus sind [5, 0.51. D ie obigen Betrachtungen gelten, mutatis 
mutandis, weiter. Insbesondere la& sich auf diese Weise der interne Hom- 
Funktor 
&m = &%a,: 9&Z$@ x 9Q$fk -+ &A+ durch 
%m(X, X’)(B) = Horn&? 6& X, B OK X’), X, X’ E 9’2fk , B E 91Uk 
09) 
definieren. Sind A = A(X), A’ = A(X’), so ist 
.%m(X, X’)(B) = Al giu,P Ok. A’, B C&c A) = AJgdA’, B C&A). 
Der interne Horn-Funktor hat die iiblichen Eigenschaften und Itit sich in 
verschiedener Weise abwandeln. 1st z.B. X E %A+*, A = A(X), so ist 
&Jh(X) E 9y“% definiert durch 
s&,&(X)(B) = Aut,(B @ X) = Aut,-,,,,,,(B Ok A)oP. 
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1st K C 1 zusatzlich eine Kiirpererweiterung, so gilt 
swz,(l Ok x, 1 al, Y) = 2 @k &tmk(X, Y), x, YE %fspk . (20) 
1.5. Die kanonische Filtrierung infnitesimaler Gruppen 
Es sei k ein K&per der Charakteristikp > 0. Fiir I E N sei 
d7): k --f k: o! -+ (YP’. 
1st X ein formelles k-Schema, so seien [5, 4.11, 
X@) = k @,+) X mit A(X”)) = k &,, A(X) 
undF’r) =Fg!:X-+X tr) der Frobeniushomomorphismus, definiert durch 
A(X(‘)) = k @,tr) A(X) + A(X): 01@ a w UN. 
Der Morphismus F$’ ist funktionell in X. Sind r und s in lY, so gilt nach einer 
einfachen Identifikation 
&pr)b) = xw+s) = X(s)(r) und FWFW = $?(a+~) . 
1st G eine formelle Gruppe, so sind such G(r) eine und Fg’ ein Gruppen- 
homomorphismus. Fiir diesen Fall sei 
Gt,) = Ke(G -----+ F(r) G(r)). 
Die Gruppe Gc,, ist ein infinitesimaler Normalteiler von G, und es gilt 
A(Gt,,) = A/A+(‘), A = A(G). Dabei ist A +W das kleinste abgeschlossene 
Ideal von A, das alle Elemente a+n’, a E A, erhalt. Fur r Q s hat man das 
kommutative Diagramm mit exakten Zeilen 
1 -+ G(,, C G ------+ F’r” G’(r) 
n j?k’, 
1 + G(,, C G 
*c*’ 
-+ G(B) 
Mit H(,) := H(G(,.)) folgt Ht7) C H(,) , T < s E fU. Genau dann ist G iniini- 
tesimal, wenn 
H = U H(r) (21) 
VEi-4 
gilt [5, 4.4.21. 1st 
G(,, = G, d.h. H(,, = H, d.h. (a+)“’ = 0, aEA, (22) 
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so sagt man, G habe eine Hohe kleiner gleich r. Insbesondere gilt dies fur G(r) . 
Sei nun G’ zusatzlich eine Untergruppe von G. Da k @,c,) (-) Mono- 
morphismen erhalt, folgt ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen 
und senkrechten Injektionen 
n n n 
1 -+ G(,, C G A F’“) G(T), 
d.h. es gilt G(r) = G’ n Gl,l und G~,l/G~rl C G/G’. Fiir die Hopfalgebren 
gilt entsprechend H&/H(r) C H//H’, r E N. 1st G infinitesimal, so folgt 
nach (21) 
WIH’ = U Hdl% . (23) 
2. DIE ZERLEGUNG H//H’ @ H’s H 
Es seien k ein Kijrper, G eine formelle k-Gruppe und G’ eine Untergruppe 
von G mit den Algebren H = H(G), H’ = H(G’), A = A(G), A’ = A(G’) 
und B = A(G/G’). Mit der von H//H’ bzw. H’ induzierten Comultiplikation 
bzw. Multiplikation ist H//H’ @ H’ links ein H//H’-Comodul und rechts ein 
IT-Modul. Wie iiblich ist such H rechts ein H’-Modul und links ein H//H’- 
Comodul mit der Comultiplikation H _tA H @ H -+kan@H HI/H’ @ H’. 
Weiter enthalten H//H’ @ H’ bzw. H die ausgezeichneten Elemente 
lHIIHr @ lHf bzw. ln und sind augmentiert durch 
l HllHl @ eH, : H//H’ @ H’ + k = k @ k und cH:H-+k. 
Damit sind alle in der Formulierung von Satz A auftretenden Daten erklart. 
Die Existenz eines Isomorphismus I : H//H’ @ H’ g H mit den Eigen- 
schaften (I)-(III) ist offenbar gleichwertig mit der Existenz eines stetigen 
k-Isomorphismus J : B B A’ s A, welcher 
(IOp) links B-linear und rechts A’-colinear, d.h. G-linear ist, 
(11~~) mit den Augmentationen E~ : A + k und q, 8 Ed’ : B 8 A’ -+ 
k @ k = k vertraglich ist, und 
(IIIOp) J(1, 8 IA,) = IA erftillt, d.h. unitar ist. 
1. LEMMA. Bezeichnungen wie oben. Gibt es einen linearen und colinearen 
Isomorphismus I’ : H//H’ @ H’ s H, so existiert such eirzey, der (I), (II) und 
(III) erfiillt. 
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Beweis. Sei J’ : B B A’ G A ein links B-linearer, rechts A’-colinearer, 
d.h. G’-linearer, stetiger Isomorphismus. Dieser induziert einen B-linearen, 
stetigen Isomorphismus J’ : (B B A’)G’ = B @ A’G’ z AC’. Wegen 
und 
A” = Ke(A -t< A a A’) = A(G/G’) = B 
A ,G' = A(G’/G’) = k 
induziert J’ einen B-Isomorphismus 
J’:BrB@ksB:bAbc, CEB*. 
Dann ist / : B @ A’ -+-‘BjR’ B @ A’ -4’ A ein stetiger k-Isomorphis- 
der (IOp) und (IIIOB) erfiillt. Der Isomorphismus 
I’ : = (I*)-’ : H//H’ @ H’ --t H 
erfiillt (I) und (III). Analog zur obigen Konstruktion von J aus J’ erhilt man 
mit Hilfe von I’ einen Isomorphismus I, der (I)-(III) erfiillt. 1 
Im folgenden reicht es also, die Existenz eines stetigen linearen und 
colinearen Isomorphismus J : B 8 A’ G A zu zeigen. Unter Beibehaltung 
der obigen Bezeichnungen beweisen wir die Existenz von J in folgender 
allgemeinerer Situation: 
(S) Es seien G ein formelles k-Schema, auf dem die formelle k-Gruppe G 
frei operiert, d.h. so, da,S die Abbildung G x G’ -+ G x G : (x . s) --t (x, xs) 
injektiw ist. 1 
Die Aussagen (II) und (1109) haben hier keinen Sinn, da G nicht als punktiert 
vorausgesetzt ist. 
2. SATZ. Bezeichnungn wie oben, Situation (S). Es existiert ein (I*P) und 
(IIP) f-11 d er u en er stetiger k-Isomorphismus ] : B B A’ z A, falls eine der 
folgenden Bedingungen erfiillt ist: 
(a) Fur alle endlichen Kijrpererweiterungen k C 1 ist die kanonische 
Abbildung G(l) + (G/G’)(l) surjektiw. 
(b) Die Gruppe G’ ist endlich, d.h. [H’ : k] = [A’ : k] < CO. 
Beweis. (1) Da G’ auf G frei operiert, ist die kanonische Abbildung 
Gx G’-tG~~,~~G:(x,s)--t(~,~s) 
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ein k-Schemataisomorphismus [4,1.4], und induziert einen stetigenk-Algebra- 
isomorphismus 
A&A (mlvo) ~A~A’:a,~~~~(a,~I)d(a,), ai EA, (3) 
wobei A: A + A @ A’ die Operation von G’ auf G definiert. Dieser Isomor- 
phismus ist auRerdem links A-linear, also such B-linear, rechts A’-colinear, 
d.h. G’-linear, und als Algebrahomomorphismus unit%. 
Die Voraussetzung (a) bedeutet, da8 sich fur jedes offene maximale Ideal M 
von B der kanonische Homomorphismus B + B/m zu einem stetigen 
k-Algebrahomomorphismus A -+ B/m fortsetzen Wt. 
Nach [5, I.41 ist B C A eine topologisch flache Ringerweiterung und damit 
ist nach [5, 0.3.71 A ein topologisch projektiver B-Modul. Das gleiche gilt 
offenbar such fur den B-Modul B 8 A’. Nach Lemma 1 brauchen wir nur 
die Existenz eines B-linearen, A’-colinearen stetigen Isomorphismus 
J : B a A’ E A zu zeigen. 
(2) Reduktion auf den Fall, daB B lokal ist. Fur nicht notwendig 
lokales B hat man die Zerlegung (1.2) B = RB, , wobei m die offenen, 
maximalen Ideale von B durchlauft. Der Isomorphismus (3) und die exakte 
Folge 
BCAL lnl , A B A’ 
induzieren ftir jedes m einen Isomorphismus 
(IllJ, Ah 
A, aBrnArn g (A &q A)m z (A @ A’)m 
= A, @ A’: a, @ a2 w (a, @ 1) &(a,) learn, 
und eine exakte Folge 
4 
B,CA,--- ml + Am @ A’. 
Daraus folgt, da13 G’ such frei auf 
Spf A, = Spf(B, & A) = kan-‘(Spf B,), kan: G-t G/G’ = Spf B 3 Spf B, 
operiert und dal3 Spf B, = A(Spf Am/G’) gilt: 1st unter der Voraussetzung 
(a) LX : A + B/m eine Fortsetzung von kan : B --+ B/m, so ist ol, : A, --f 
(B/m)m = Bmlmm eine Fortsetzung von kan : B, -+ Bm/mm . Fiir das 
G’-Schema Spf A, gelten also die gleichen Voraussetzungen wie fiir Spf A. 
Die B, sind lokal. 1st der Satz fiir den infinitesimalen Fall also bewiesen, so 
existieren B,-lineare, A’-colineare stetige k-Isomorphismen 
Jm:BmGA’dAm, M offen maximal C B. 
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Es folgt ein B-linearer, A’-colinearer stetiger Isomorphismus 
(3) Wir beweisen den Satz unter der Voraussetzung (a) und fur lokales 
B. Seien m das maximale Ideal von B und 01: A ---f B/m eine Fortsetzung 
von kan : B ---f B/m. Da A als B-Modul topologisch projektiv ist, gibt es 
einen stetigen B-linearen Homomorphismus Y : A -+ B mit kan . Y = 0~. 
Dann ist 
J:A-A-AaA’ ‘@*’ l B@A’ 
der gesuchte Isomorphismus. Offenbar ist namlich J A’-colinear und wegen 
B = Ke(A -J+ ml + A 8 A’) 
such B-linear. Die Bijektivitiit von J folgt nach dem topologischen Lemma 
von Nakayama [5, 0.3.31, aus der von B/m &, J, da B lokal und sowohl A 
als such B @ A’ topologisch B-projektiv sind. Der A-Isomorphismus (3) 
induziert wegen B/m z B/m ai, A den links B/m-linearen stetigen Isomor- 
phismus 
K : B/m & A z B/m BjA A &, A E B/m Gj, A @ A’ z B/m @ A’; 
dabei ist B/m vermiige 01 ein A-Modul. Das Diagramm 
F. 








B/m@A’= B/m@A’gB/mfi&B$A’ - 
ist kommutativ. Also ist B/m @ J bijektiv. 
(4) Wir beweisen den Satz schlieDlich fur endlich dimensionales A’ 
und lokales B. Da B lokal ist, ist A topologisch frei, also von der Gestalt 
A zB B’, I eine Indexmenge [5, 0.3.7). Da die “topologische” Dimension 
(fur gA ist dies die Machtigkeit 1 I 1 von I) eines topologisch freien Moduls 
iiber einem pseudokompakten Ring nach dem Satz von Krull-Remark- 
Schmidt in seiner dualen Form [4, V.2.4.51, eindeutig bestimmt ist, folgt aus 
A* z A Bj, A z A B A’ z ArA”k’ die Gleichung 
A A A 
1 II = [A’: k], also A gg BrA”kl. (3) 
Damit ist A eine endlich freie B-Algebra insbesondere such treuflach im 
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diskreten Sinn. AuBerdem stimmen die topologischen Tensorprodukte mit 
den diskreten iiberein, also A & A = A Be A, A B A’ = A @ A’. Die 
A’-Rechtscomodulstruktur A -+A A @ A’ von A induziert vermijge des 
kanonischen Isomorphismus 
Hom,(A, A @ A’) z Hom,(H’ @ A, A), H’ = A’*, 
eine H’-Linksmodulstruktur auf A. Man priift leicht nach, dal3 A sogar ein 
B-H’-Bimodul, d.h. ein B @ H’-Modul ist (siehe [12, 2.41). Als B-Mod&r 
sind A nach obiger Rechnung, B @ A’ und B @ H’ trivial endlich erzeugt 
und frei. Der kanonische Isomorphismus 
A@,A~A@A’rA@,(B@A’) (3) 
ist links A-linear, rechts A’-colinear, also A @ H’ = A Be (B @ H’)-linear. 
SchlieBlich sind B lokal und B C A treuflach. Aus der Verallgemeinerung des 
Satzes von Deuring-Noether in [6, 2.581, folgt, da8 A und B @ A’ als 
B @ H’-Moduln isomorph sind. Es gibt also einen links B-linearen, rechts 
A’-colinearen Isomorphismus J : B @ A’ = B @ A’ g A. Dieser ist auto- 
matisch stetig, da B B A’ und A als B-moduln endlich erzeugt und frei 
sind. [ 
Der vorige Satz 2 und Lemma 1 implizieren Satz A. 
4. FOLGERUNG. Voraussetzung (S). Sind Gpunktiert und G/G’ in$nitesimal 
d.h. A augment& und B lokal, oder k algebraisch abgeschlossen, soexist&t ein 
H//H’-colinearer, H’-linearer augmentierter IsomorphismusI: H//H’ @ H’ g H. 
Sind G eine formelle k-Gruppe und G’ eine Untergruppe von G, so kann man I 
zusatzlich unit& wahlen. 1 
5. FOLGERUNG. Unter den Voraussetzungen eron Satz 2 ist 
H//H’ -+ H//H’ @ H’ & H: u F-+ I(u @ 1) 
ein H//W’-colinearer, augmentierter Schnitt von kan : H--P H//H’. Sind G eine 
Gruppe mit der Untergruppe G’, so ist 
HAH//H’@H’ ‘@%k@H’=H’ 
eine H’-lineare Retraktion der Ink&ion H’ C H. 1 
6. PROPOSITION. Seien k ein beliebiger K&per und G eine formelle Gruppe 
mit der Untergruppe G’. Dann ist H ein projektive-r H’-Rechtsmodul, und N’ ist 
ein H’-direkter Summand van H. 1st [G : G’] = [H//H’ : k] < co, so ist HHj 
endlich erzeugt und projektiv, d.h. die Behauptung 1 von Satz B ist richtig. 
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Die Proposition folgt aus Folgerung 4 durch Ubergang zum algebraischen 
AbschluB k von K. 1 
Wir zeigen unten durch ein Beispiel (lo), dal3 H als H’-Modul im all- 
gemeinen nicht frei ist. Im folgenden beweisen wir zunachst daB unter 
speziellen Voraussetzungen die Bedingung (a) von Satz 2 und die Existenz 
von I mit den Eigenschaften (I)-(III) iiquivalent sind. 
7. LEMMA. Seien k ein Kiirper, D eine abstrakte Gruppe und D’ eine 
torsionsfieie ahelsche Untergruppe von D. Jeder Isomorphismus 
I : k[D/D’] @ k[D’] g k[D] 
mit den Eigenschaften (I)-(III) hat die Gestalt I(?, @ 1) = si , i EI, mit 
einem passenden Repriisentantensystem (si , i E I) von D/D’, D = (J s,D’. 
Insbesondere ist der Schnitt 
k[D/D’] + k[D/D’] @ k[D’] & k[D] 
von kan : k[D] -+ k[D/D’] ein k-Coalgebrahomomorphismus. 
Beweis. (1) Die Einheiten von k[D’] sind genau die Elemente der 
Form rs, s E D’, 0 # r E k. 1st allgemeiner R ein Integritatsbereich so ist 
R[D’]* = {rs; r E R*, s E D’}. Dies ist fiir D’ = Z wegen R[D’] = R[X, X-l], 
X eine Unbestimmte, trivial, folgt fiir endlich erzeugte, freie abelsche 
Gruppen daraus durch Induktion und dann fiir torsionsfreie abelsche 
Gruppen D’ durch colim-Bildung. 
(2) Aus der k[D/D’]-C 1 o inearitat von I und 1-r folgt unmittelbar, daB 
1-r die Gestalt 
I-l(s) = s @g(s), g : D + k[D’], g(ss’) = g(s) s’, s’ ED’, s E D, 
hat. 1st (ti; iEI) ein Reprasentantensystem von D/D’, so gelten k[D] = 
eiEl tik[D’] und k[D/D’] @ k[D’] = eiEI (& @ 1) k[D’], 1-l induziert also 
k[D’]-Isomorphismen 
tik[D’] A (ii @ 1) k[D’] s k[D’]: ti w g(t& 
Es folgen g(tJ E k[D’] * = (rs; s E D’, 0 # r E k) und schliel3lich g(ti) E D’, 
da I augmentiert ist. Auch (si : = t&t&‘; i E I) ist ein Reprasentantensystem 
von D/D’ und erfiillt I@, @ 1) = si , i E I. 1 
Seien nun k C 1 eine, mijglicherweise unendliche, Galoiserweiterung mit 
der (proendlichen) Galoisgruppe T := Aut(Z/k) und X ein separables 
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formelles k-Schema. Die Gruppe I’ operiert stetig auf der diskreten Menge 
X( 2) vermiige 
und der Fur&or X -+ .X(2) ist eine Aquivalenz der Kategorien der separa- 
blen formellen k-Schemata X, welche fiber 1 xerfullen, d.h. fiir die I Ok X 
konstant ist, und der Kategorie der r-Mengen [5,2.5]. 
Diese Aquivalenz induziert eine entsprechende Aquivalenz fiir die 
separablen, formellen k-Gruppen, welche tiber E zerfallen, und die T- 
Gruppen. 1st H := A(X)* d ie zu X gehijrige k-Coalgebra, so ist 
X(9 = Akk,,&W), 0 C H~~k,,t(4X), 0 = 1 6% H, 
und X zerfallt iiber 1 genau dann, wenn der kanonische Z-Coalgebra- 
homomorphismus 
Z[X(l)] --P I Ok H : bx -+ bx, b E 1, x E X(Z), (8) 
bijektiv ist. Die Gruppe r operiert auf I[X(Z)] durch y(bx) = y(b) y(x), 
b E I, x E X(Z), und auf 1 Ok H durch y @ H, und die Abbildung (8) ist mit 
der T-Operation vertriglich. Falls X iiber I zerfgllt, gilt H = (1 OK H)r = 
ww-~ 
9. SATZ. Seien k C 1 eine Galoiserweiterung mit der Gabisgrouppe I’, 
G eihe tier I zerfallende, separable formelle k-Gruppe und G’ eine Untergruppe 
van G derart, da] G’(1) abelsch und torsionsfrei ist. 
Folgende Aussagen sind bei obigen Bezeichnungen Iquivalent: 
(1) Es existiert ein k-Isomorphismus I : H/IN’ @ H’ s H mit den 
Eigenschaften (I)-(III). 
(2) Der kanonische Morphismus G --f G/G’ besitzt einen Schnitt. 
(3) Die kanonische Abbildung G(Z) -+ G(Z)/G’(I) besitzt einen 
r-Mengenschnitt. 
(4) Die kanonische Abbildung G(K) -+ G(K)/G’(K) besitzt einen 
Aut(K/k)-Mengenschnitt. 
(5) Die Bedingung (a) von Satz 2 ist erfiillt. 
Beweis. (1) => (2). Da H tiber 1 zerfallt, also 1[G(1)] s I Ok H gilt, 
induziert I einen (I)-(III) erfiillenden Isomorphismus 
I ok I : Z[G(I)/G’(l)] 01 l[G’(Z)] ES @T(I)]. 
UNTERGRUPPEN FORMRLLER GRUPPEN 31 
Nach Voraussetzung und Lemma 7 ist der Schnitt 
s: HI/H’ + HI/H’ @ H’ & H 
ein K-Coalgebraschnitt, da I Ok s einer ist. 
Daher hat G -+ G/G’ einen R-Schemataschnitt. 
(2) o (3). folgt aus der oben angegebenen Aquivalenz. 
(3) o (4). Die Injektion G(Z) -+ G(K) ist bijektiv und mit der Aut(K/k)- 
Operation vertraglich. Dabei operiert Aut(K/K) auf G(2) vermiige des Ein- 
schrankungsepimorphismus Aut(K/k) -+ I’ = Aut(Z/k). 
(2) + (5). Trivial. 
(5) =2- (1). Satz 2. 1 
Wir zeigen jetzt, da13 in der Situation von Satz 9 H im allgemeinen kein 
freier H’-modul ist, erst recht also die iiquivalenten Bedingungen von Satz 9 
nicht erftillt sind und insbesondere kein Isomorphismus I mit (I)-(III) 
existiert. Mit den obigen Bezeichnungen sei K C I eine beliebige quadratische 
Galoiserweiterung, z.B. IF2 C IF, oder R C C. 
Sei Z’ = Aut(l/K) = (1, y}. Durch die Identifikation F = Aut(iZ), y(n) = 
-n, n E Z, operiert r auf Z. Wir definieren G’ C G durch die F-Moduln 
G’(Z)=ZnCG(Z)=Z,n>l. 
10. PROPOSITION. In der obigen Situation exist&t genau dann ein Isomor- 
phis?nus I mit (I)-(III), wenn n ungerade ist. Ist n gerade, so ist H,,+ nicht frk. 
Beweik. (1) Seinungerade. EsistZ/Zn = {< = i + Zn;i = O,..., n - I>. 
Es seien si E E definiert durch 
1 0 i = 0, si= i i = l,..., (n - l)i2, -(n - i) i = (n + 1)/2,..., n - 1. 
Man priift leicht nach, dal3 die Abbildung f w si , i = O,..., n - 1 ein mit 
der Operation von r vertraglicher Schnitt von kan : Z -+ Z/&z ist. 
(2) Sei n gerade. Wir identifizieren 
Z[G’(Z)] = Z[Y, Y-l] C Z[G(Z)] = Z[X, X-l], X eine Unbestimmte, Y = Xn 
Die n-Tupel 3E := (1 X **a X%-l) und X-1 := (1 X-1 .** X+-i)) sind 
Z[Y, Y-I]-Basen von Z[X, X-l]. Wegen 1 = 1 . I und X-i = X+iY-1, 
i = l,..., n - 1, gilt 
x-1 = s!?, S E GZ(n, Z[Y, Y-l]), det(S) = - Y-+l). 
&I/31/1-3 
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1st H als H’-Modul frei, so hat H natiirlich die Dimension [H : H’] = 
[H//H’ : k] = n und besitzt eine H/-Basis x = (x0x1 ... x,-J. Dieses x ist 
dann eine Z[Y, Y-l]-Basis von Z[X, X-l] mit der Stabilitatseigenschaft 
y(xJ = xi , i = O,..., II - 1, wegen H = Z[X, X-llr. Die k-Algebrainvolu- 
tion y von Z[X, X-l] setzt sich kanonisch auf Matrizen mit Werten in 
Z[X, X-l] fort und ist mit der Matrizenaddition und -multiplikation vertrag- 
lich. 1st dann 
x = XA, A E GZ(n, I[ Y, Y-l]), 
so folgt 
also 
XA = x = Y(X) = y(X) y(A) = X-+(A) = XSy(A), 
A = Sy(A) und det(A) = det(S) y(det(A)). 
Wegen A E GZ(n, Z[Y, Y-l]) ist det(A) E Z[Y, Y-l]*, also von der Form 
det(A) = rYk, k EE, 0 # Y E 2, nach dem Beweis von Lemma 7. Mit 
det(S) = -Y-(“-l) folgt ry(r)- Y . 1 2h+n-1 = - 1. Da n gerade ist, ist dies 
unmiiglich, also ist H kein freier H’-Modul. 1 
11. BEMERKUNG. Nach allgemeinen modultheoretischen Siitzen sind iiber 
verschiedenen Ringen nicht endlich erzeugte, projektive Mod&. frei. Dies gilt 
x.B. fiir die Gruppen- bzw. fiir die Monoidringe iiber einem Kiirper von freien, 
kommutativen oder nicht kommutativen Gruppen oder Monoiden. Daraus kann 
man in der Situation von Satz A h&@g auf die Existent einer Basis von H iiber 
H’ schZieJen, falls der Index [G : G’] unendlich ist. Ist z.B. in der Situation von 
Satz 9 der Index [G : G’] unendlich und G’(Z) eine endlich erxeugte, freie abelsche 
Gruppe, so ist H als H’-Modul frei. Dies .foZgt aus [l], da H’ ein kommutativer 
noetherscher Ring mit zusammenh&genden Spektrum ist. 4 
3. NORMALTEILER VON ENDLICHEM INDEX 
3.1. Vorbemerkungen 
In diesem Abschnitt sei R ein K&per der Charakteristik p > 0. Ein 
a&es k-Schema ist ein reprasentierbarer Funktor 
X = Sp A = Alg,(A, -) : J&‘L’& -j &a, AEJ+gk, 
von der Kategorie .&Q, der k-Algebren in die der Mengen; X heiBt alge- 
braisch, falls A eine k-Algebra von endlichem Typ ist. Sei %#z~, die Kate- 
gorie der affinen k-Schemata. Die Gruppenobjekte von 9-&al, heiDen affine 
UNTERGRUPPEN FORMELLER GRUPPEN 33 
k-Gruppen und bilden die Kategorie 9&a, . 1st z.B. B eine endliche k-Algebra, 
so ist der Funktor 
J&&Z,(B) : &?“, --j Gr : K --+ AutKdAlg(K Ok B) (1) 
eine affine algebra&he k-Gruppe [4, 11.1.2.6]. Wie im formellen Fall 
(Abschnitt 1.5) definiert man fur jedes affine k-Schema X = Sp A und jedes 
r > 0 das k-Schema 
Xtr) := k,c,, 0, X = Sp(k,w 0, A), p: k -+ k: x I-+ xp”, 
den Frobeniushomomorphismus Fo) : X-t X(I) und schlieDlich fiir jedes 
punktierte X, Sp k -9+pr Sp A = X, E : A -+ k, das affine Unterschema 
x(r) := P-l(.) = Sp k x x(rjX = Sp(A/A+“‘) 
mit A+(r) = {up’; a E- Ke E = : A+) [4, 11.71. 1st Xc,) = X, so he& X 
“van der Hijhe < r”. 
2. LEMMA. ]edes punktierte, a@se, algebraische k-Schema Sp k --9pa X = 
Sp A won end&her Hohe ist endlich. 
Beweis. Es sei A = k[a, ,..., q.]. Wegen A = k @ Ke E gelte ai E Ke E, 
i = l,..., r, 0.E.d.A. Nach Voraussetzung existiert ein n > 0 mit up’” = 0, 
a E Ke E. Die ai , i = I,..., r, sind also nilpotent und daher algebraisch 
tiber k, und es folgt [A : k] < 00. 1 
Durch Restriktion der Funktoren erhalt man den linksexakten Funktor 
Dabei ist ‘8 = 21, C &!Tlc die Kategorie der endlichen k-Algebren. 1st Y 
endlich, d.h. [A(Y) : k] < co, so ist A(Y) = A(Y). Aus den Definitionen 
folgen unmittelbar (Y)(,) = (Y(T))A und (Y)cT) = (YtT))” fiir r >, 0. 
3. FOLGERUNG. Sei X ein punktiertes formelles k-Schema, xu dem ein 
afines, algebraisches k-Schema Y mit X = Y exist&. Darns sind die formellen 
k-Schemata Xc,., , r > 0, end&h. 1 
4. BEISPIEL. Ist X = Sp B ein endliches (formelles) k-Schema, so gilt 
nach (1) und Folgerung 3 sind die Untergruppen ~&k~(X)t,.) also endlich. 1 
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3.2. Beweis van Sate C 
Es seien wieder k ein Korper, G eine formelle k-Gruppe und G’ C G eine 
Untergruppe von endlichem Index. 
Es sei A := A(G), A’ :== A(G’), B := A(G/G’), H := H(G), H’ := 
H(G). Nach Voraussetzung ist [G : G’] = [B : K] < co. Die kanonische 
Operation von G auf G/G’ induziert als zugehijrige “Permutationsdarstellung” 
den Gruppenhomomorphismus 
d : G+ &d(G/G’). 
Der Kern N(G/G’) := Ke d von d ist der grijBte in G’ enthaltene Normal- 
teiler von G. 1st k C I eine Kiirpererweiterung, so folgt aus 1.20 die Beziehung 
I Ok N(G/G’) = N(Z Ok G/l Ok G’). 
Wir beweisen Satz C mit den folgenden drei Propositionen. 
6. PROPOSITION. 1st G separabel, so ist such [G : N(G/G’)] < 03. 
Beweis. Da die Bildung von N(G/G’) mit Skalarenerweiterung vertausch- 
bar ist (5), nehmen wir zum Beweis der Proposition 0.E.d.A. an, daf3 k 
algebraisch abgeschlossen ist. Dann gilt nach Abschnitt 1.3. 
G’ = D,’ C G = D, , D’ C D abstrakte Gruppen. 
Wegen &&(Dk/Dlc’) = Aut(D/D’)lc zeigt man leicht, daf3 dann such 
N(GIG’) = N(D/D’)lc, gilt, wobei N(DID’) den griiDten in D’ enthaltenen 
Normalteiler von D bezeichnet. Wegen [D : D’] = [G : G’] < cc ist such 
[G : N(G/G’)] = [D : N(D/D’)] < co; denn fur abstrakte Gruppen ist die 
Aussage von Satz C bekanntlich richtig. 1 
7. PROPOSITION. Sei k ein K&per der Charakteristik 0. Dann ist ebenfalls 
[G : N(G/G’)] < to. 
Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen und Ergebnisse von Abschnitt 
1.3. insbesondere das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen 
l-+G,,‘CG’-,G;,,+l 
nn n (1.11) 
l-+G,CG-+Gser,-tl. 
Wegen [G : G’] < cc sind such [Go : G,‘] < CO und [Gsep : G.&J < co. 
Nach dem Satz von Cartier [5].3.3 ist H(G,,‘) = U(g’) C H(G,) = U(g), 
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wobei g’ C g k-Liealgebren und U(g’) C U(g) d ie universellen Einhiillenden 
von g’ C g sind. Der Satz von PoincarC-Birkhoff-Witt zeigt, da13 
nur fiir g’ = g mijglich ist. Also ist 
G, = Go’, daher Kep = G,C G und G’ = p-‘( G&,). 
Seien nun G”’ ein nach Proposition 6 in G&n enthaltener Normalteiler von 
Gsep mit [Gsep : G”‘] < 00 und G” := p-l(G”‘). Aus G’ = p-l(G;,J folgt 
G” C G’ C G und G” Q G. Dap ein Epimorphismus ist, folgt 
G/G” = G/p-l(G”‘) E G,,,/G”‘, also [G : G”] < co. 1 
8. PROPOSITION. Seien k ein I&per der Charakteristik p > 0 und G eine 
formelle Gruppe mit folgenden Eigenschaften: 
(1) Der separable Teil won G ist end&h, d.h. ( G(k)[ = [Gsep : I] < 00; 
dabei sei k der algebraische AbschluJ van k. 
(2) Der injinitesimale Teil G, von G hat endliche Hijhe, d.h. es existiert 
ein r > 0 mit G(,.) = G0 . 
Dunn ist [G : N(G/G’)] < co. 
Beweis (D. Voigt). Sei N := N(G/G’). Nach Voraussetzung (2) ist 
Gt,, = G, . Der Homomorphismus d : G -+ &%/(G/G’) induziert daher den 
Homomorphismus 
Nach Voraussetzung bzw. Beispie14 sind G/G’ und .&&(G/G’)(,j endlich, das 
gleiche folgt daraus fiir GO/Ke d lo, = Go/N n G,, . Als Bild von Gsep ist 
G/G,N nach Voraussetzung (1) endlich. In der exakten Folge 
sind die beiden auBeren Gruppen endlich, also such G/N. i 
Mit den Propositionen 6-8 ist Satz C bewiesen. Die folgenden Gegen- 
beispiele zeigen, daD in Proposition 8 beide Voraussetzungen (1) und (2) 
notwendig sind. 
9. GEGENBEISPIEL. Seien k ein unendlicher Korper der positiven Charak- 
teristik p un g ein endlich dimensionaler k-Vektorraum ungleich 0. Mit den 
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Operationen [X, y] = 0, X(I)) = 0, X, y E g, ist g eine abelsche p-Liealgebra. 
Seien D :- Gl,(g)~” = Aut,-Lie(B)“’ d ie ebenfalls unendliche Gruppe der 
IZ-linearen Automorphismen vong mit der zur iiblichen dualen Multiplikation 
und G, die eindeutig bestimmte infinitesimale Gruppe der Hohe 1 [5, 4.41 
mit Lie(G,,) = g. Es ist dann Don = G&(g) e Aut,,(G,). Vermoge dieses 
Isomorphismus operieren D und damit such D, von rechts auf G,, . Seien 
G : = D, y G, das semidirekte Produkt und G’ : = D, x 1. Dann ist G/G 
endlich, da G,, es ist, aber der einzige in G’ enthaltene Normalteiler von G 
ist der triviale und insbesondere nicht von endlichem Index, da D, und damit 
G unendlich sind. Die Gruppe G geniigt der Bedingung (2) von Proposition 8, 
G, ist sogar endlich von der Hijhe 1. Dagegen ist Gsep = D, nicht endlich, 
die Voraussetzung (1) von Proposition 8 ist also nicht erfiillt. 
10. GEGENBEISPIEL (D. Voigt). Seien K ein Kijrper der Charakteristik 
p > OundG,bzw.p, := Spf K[X]/(Xp) die formellen abelschen Gruppen, 
welche fur BE 2I gegeben sind durch G,(B) = B* bzw. pcLB(B) = {b E B; 
b’ = 0} mit der von B induzierten Multiplikation bzw. Addition. Der 
infinitesimale Bestandteil Gn,,, von G, hat die Gestalt 
G,JB) = Ke(G,(B) - G,(B/Ra(B))) = I + h(B), BE% 
und daher wegen @@[[Xl], B) s h(B) = m(B) die Algebra A(G,s) = 
K[[X]]. Die Gruppe G,a operiert von rechts auf p2, durch Multiplikation. Das 
semidirekte Produkt G := G,, x pL?, ist ebenfalls infinitesimal von unend- 
lither Hijhe und enthalt G,, x 0 als Untergruppe von offenbar endlichem 
Index, da pn endlich ist. Eine kleine Rechnung zeigt wieder, daB G,a 7 0 
nur den trivialen Normalteiler enthalt. Die Gruppe G erfiillt die Voraus- 
setzung (1) von Proposition 8 wegen Gsep = 1, gentigt aber nicht der 
Bedingung (2). 1 
11. BEMERKUNG. Unser ursprtinglicher Beweis der Proposition 8 war 
wesentlich langer als der jetzige von D. Voigt. Unsere Berechnungen lieferten 
aber noch folgende prazise Formeln. Sind b, ,..., b, eine K-Basis von B = 
A(G/G’) und ist 
4,) = C acj@bjEA@B = A@B, i = l,..., m, 
j=l,...,m. 
so ist A(N(G/G’)) = A/& Aaz . Sind zusatzlich die Charakteristik von K 
positiv und G infinitesimal von endlicher Hiihe, so ist A(G/N(G/G’)) = 
qa;; i,j = l,..., m]. Daraus folgt wie in Lemma 2, dal3 A(G/N(G/G’)) und 
damit [G : N(G/G’)] endlich sind. 1 
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4. BEWEIS VON SATZ B 
4.1. Die Algebra B 
Im folgenden bezeichnet G eine formale Gruppe iiber dem Korper k und 
G’ eine Untergruppe von endlichem Index. Seien wieder H = H(G), 
H’ = H(G), A = A(G), A’ = A(G’), B = A(G/G’). Die Voraussetzung 
des endlichen Index bedeutet [G : G’] = [H//H’ : k] = [B : k] < CO. 
Ein Element b E B hei& Integral von B 1113, 5.01, falls 
bc = be(c), E =~e:B+k, CEB, 
gilt. Sei BE = {b E B 1 b ist Integral}. 
In teilweiser Verallgemeinerung, aber ohne Verwendung von [8] zeigen 
wir mit Hilfe des Satzes von Dieudonne-Cartier [3, Theorem 21 
1. SATZ. B ist Frobeniusalgebra. Insbesondere ist BB eindimensional. 
Beweis. (1) Wir miissen zeigen, dalj Hom,(B, k) mit der von BB 
induzierten B-Modulstruktur B-isomorph zu B ist. Nach dem Satz von 
Deuring-Noether is B Frobeniusalgebra, falls B nach einer Grundkorperer- 
weiterung Frobeniusalgebra ist. 
Wegen (1.18) kijnnen wir also k als algebraisch abgeschlossen annehmen. 
In diesem Fall sind mit den Bezeichnungen von oben und 1.17 die k-Algebren 
B und B, @ B, nach 1.17 isomorph. Dabei ist B, halbeinfach, also Frobenius- 
algebra, und B, = A(G,/G,-,‘). 1st Char(R) = 0, so folgt aus [B, : k] < co 
B, = k (vgl. 3.7). Nach dem Satz von Cartier-Dieudonne, [3, Theorem 21 
oder [4, 5.21, ist im Falle Char(k) # 0 B, endliches Tensorprodukt von 
Algebren der Form E = k[X]/(Xg), q >, 1. Offenbar ist 
f : kLWX9 - k f(F) := St Q--1 ) i = O,..., q - 1 
eine E-Basis von Hom,(k[Xj/(Xq), k). 
Also ist B als Tensorprodukt von Frobeniusalgebren selbst Frobenius- 
algebra. 
(2) B ist aul3erdem durch E : B --f k augmentierte Algebra. Sei f eine 
B-Basis von Hom,(B, k). Offenbar gilt fur b E B mitfb = E 
BB = kb. 1 
Die Aussage, daO BB eindimensional ist, l&t sich zu folgender Aussage 
verallgemeinern. 
2. SATZ. Sind G eine formelle Gruppe, G’ eine Untergruppe von G von 
nicht notwendig endlichem Index und B = A(G/G’), so ist BB genau dann van 
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Null verschieden, wenn der Index [G, : G,‘] = [B, : k] endlich ist. In diesem 
Fall ist BB eindimensional. 
Beweis. (1) Nach Satz 1 ist nur noch zu zeigen, dal3 aus BE # 0 die 
Endlichkeit von [G,, : G,‘] = [B, : k] folgt. Offenbar ist BE ein abgeschlossenes 
Ideal von B und fiir eine Kijrpererweiterung k C 1 gilt 1 @ BE = (I@ B)l@. 
Wie im Beweis von Satz I kijnnen wir also k als algebraisch abgeschlossen 
voraussetzen. In diesem Fall ist mit den Bezeichnungen von 1.17 B = 
kDID’ a B, als augmentierte Algebren, woraus unmittelbar BB = Bin folgt. 
Wir kiinnen G also als infinitesimal voraussetzen. Fiir Char(k) = 0 folgt aus 
dem Satz von Cartier [5,3.3], da13 B nullteilerfrei, also BE = 0 fur [B : k] # 1 
ist. Es seien fur den Rest des Beweises k von positiver Charakteristik p und 
algebraisch abgeschlossen und G infinitesimal. 
(2) Sei zunachst G von endlicher Hohe r. Nach dem Satz von Cartier- 
DieudonnC [5, 521, hat dann B die Gestalt 
B = lim k[X, ; i E J]/(XF’(i); i E J). 
Dabei sind die Xi , i E 1, Unbestimmte, 0 < r(i) < r, i E I, und J durchltiuft 
die endlichen Teilmengen von I. Die Abbildungen des inversen Systems sind 
die kanonischen Projektionen 
PJK : BK := k[Xi , i E K]/(Xf’“‘; i E K) --t BJ 
: = k[X, ; i E JJ/(Xf”; i E J) 
Dabei sind ] C K endliche Teilmengen von I. Seien pJ : B -+ BJ die Projek- 
tionen des inversen Limes. 1st b # 0 ein Integral von B, so existiert ein J 
mit pi # 0. Fiir alle K > J ist dann px(b) # 0 ein Integral von BK . Aber 
B~K = kniEK JQ@-l wie im Beweis von Satz 1, alsop, = a nisK Xip*“‘-I, 
a # 0, a E k. W&en I # J und K 2 J, K endlich, so folgte 
p,(b) = p&,(b) = a fl pJK(~~)~r(i)-l = 0 
iEK 
wegen pJK(XJ = 0 fiir i E K\ J. Aus diesem Widerspruch folgen I = J, 
also die Endlichkeit von I und daraus die von [B : k]. 
(3) 1st G infinitesimal von beliebiger H6he, so gilt nach 1.23 B = 
lim B(,) mit B(,) = A(G;,,/Gc,,). Aus BE # 0 folgt fiir ein Y B$’ # 0. Nach 
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Teil 2 des Beweises resultiert [B(r) : k] < co. Wegen Bc,) = B/B+(‘) folgt 
daraus [B+/B+* : k] < 00, d.h. B ist ein vollst&ndiger noetherscher lokaler 
Ring und nach [5, 5.21 von der Gestalt 
B = k[[X, ,..., XS , Yl ,..., YJ]/(X:“(‘) ,..., X~c(s’). 
Ware t > 0, so ware das Bild Ft von Y, in B ein Nichtnullteiler von B mit 
•(y~‘t> = 0, woraus BB = 0 folgte. Wegen Bg # 0 nach Annahme folgt t = 0 
und [B : k] < co. 1 
4.2. B als H-Modul 
Wir versehen B = Hom,(H//H’, k) mit der von *H//H’ induzierten 
H-Rechtsmodulstruktur. Fiir x, y H ist dabei xy : = @J E H//H’. Der folgende 
Satz ist das wesentliche Hilfsmittel zum Beweis von Satz B. 
3. SATZ. (1) B wird als H-Mod& van BE erxeugt. 
(2) BB ist H’-Untermodul van B. 
Beweik. (1) Wir b t ht e rat en zuerst den Fall, da13 ein Normalteiler G” 
von G mit endlichem Index in G’ existiert. Dann sind G/G” C G/G” endliche 
formale Gruppen, fur die Satz 3 gilt, wie leicht aus [12,4.6], (1) und (2) folgt. 
Wegen (G/G”)/(G’/G”) = G/G’ folgt mit B = A(G/G’) 
BBH = BBH/IH” = B, (1) 
BBH’ = BBH’IIH” = BB. (2) 
(2) Sei jetzt G infinitesimal. Hat k die Charakteristik 0, so folgt B = k 
(vgl. 3.7), und die Behauptung is trivial. Im Falle Char(k) # 0 verwenden 
wir die kanonische Filtrierung von Abschnitt I .5 
H = U H(s) 9 H’= UH;,, , HI/H’ = u H,I/H,‘. 
Wegen [H//H’ : k] < cc existiert r E N, so dab die kanonische Ht,)-links- 
lineare Inklusion 
HdIH;,, - HIIH’ fur s>r 
bijektiv ist. Mit Bca) := A(Gl,JG;,,) ist die kanonische Algebrasurjektion 
p(,) : B -+ B(,) fur s > rHt$)-rechtslinearer Isomorphismus. Da G~,J infini- 
tesimal von endlicher HGhe ist, existiert nach Satz C in Gi8r ein Normalteiler 
von endlichem Index. Wegen (1) gilt die Behauptung also fiir die Paare 
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(G;,, , Gc,,), s > Y. Daraus folgt: 
B(T) = Bfipb., = Pb,WHd c P(d(BBW c B(T) , 
also pc,~(BsH) = p(,)(B) und damit BBH = B. 
Fiir s > Y gilt 
P@“H;J = B:,s’H;.*, = B:;’ = P,JB”L 




(3) (i) Zum Beweis des allgemeinen Falles von Satz 3 kijnnen wir k 
als algebraisch abgeschlossen voraussetzen. 1st namlich K C I eine Korper- 
erweiterung, so geniigt es, die Bijektivitat von BBH C B und BB C BBH’ 
nach Skalarenerweiterung mit 1 zu zeigen. Wegen 1 @ B = A(2 B G/l @ G’) 
nach 1.18 und 1 @ BB = I @ BEBB, ist es ausreichend, die Behauptung fiir 
I-Gruppen zu zeigen. Sei also k algebraisch abgeschlossen. Nach 1.3 existieren 
abstrakte Gruppen D’ C D mit 
H = k[D] @ Ho , H’ = k[D’] @ H,,’ 
als Koalgebren. AuBerdem operiert D von rechts auf H,, vermijge Hopfalgebra- 
automorphismen 
H,, x D -+ H,, , (x, s) ---f x 0 s, XEH~, SED. 
Fiir s,t~D und x,y~H,, gilt in H (s@~)(t@y) =st@(xot)y. Sei 
(sg iEI), I = {I,..., n}, s, = 1, ein Reprasentatensystem von DID’, und sei 
p : H//H’ -+ Ho//Ho’ die im Beweis von 1.16 definierte Abbildung. Nach 1.17 
gilt B E B, @ B, als augmentierte Algebren mit B, = kDID’, B, = 
A(G,/G,,‘). Wir wahlen nach Satz 1 b, E B, mit Bio = kb, . Sei b, E kDjD’ 
durch b,(sJ = 6, , i E 1, definiert. Wegen B, Bs = kb, ist b, @ 6, eine Basis 
von (B, @ B,,)Ba@Bo. Bei dem augmentierten Isomorphismus B z B, @ B, 
wird b, @ b, auf b : = b, p abgebildet, wie eine kleine Rechnung zeigt, und es 
gilt BB = kb. 
(ii) Wir beweisen die Aussage (1) fur (G’, G). Die Coalgebrazerlegung 
HI/H’ = &I si @ Ho von H//H’ (1.16) induziert die Zerlegung B = 
&, B, von B als Algebra mit 
Bi = (bi E B; b,(sj @ Ho) = 0 fur i # i}. 
Zum Beweis von (1) geniigt es, Bi C bH zu zeigen. Sei bi E Bi . Da (1) fur 
(G,,‘, GO) nach Teil (2) des Beweises gilt, existiert ein xi E Ho mit bi(si 0 y) = 
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b,(x,y), y E H,, . Dann ist bi = b(s,ri @ xi 0 s;‘) E bH, denn fur y E HO und 
j E I folgt 
b(s;l @ xi 0 Sil)(Sj By) = (b,p)(spsi @ (Xi 0 s,lQy) = Gijb,(x,y) 
(iii) SchlieBlich beweisen wir die Aussage (2) fiir (G’, G). Die 
Gruppe D’ operiert auf HO von rechts vermiige Hopfalgebraautomorphismen, 
also such auf H,,//H,’ vermoge unitarer Coalgebraautomorphismen. 
Dual operiert D’ auf B, vermoge augmentierter Algebraautomorphismen 
D’ x B, + B, : (s, c) ++ s 0 c, SED’, CEB, 
wobei fur x E HO (s 0 C)(X) = c(x o s) gilt. Insbesondere ist die Multiplikation 
mit s E D’ ein k-Automorphismus von Bto = kb, , also von der Gestalt s 0 b, = 
01(s) b, mit einem Charakter OL : D’ -+ k* von D. Analog zu der Rechnung in (ii) 
verifiziert man fiir s’ E D’, x’ E HO’ : b(s’ @ x’) = (b,x’)pa(s’-l). Da (2) fur 
(H,,’ , H,,) gilt, folgt b,x’ E kb, , also such b(s’ @ x’) E kb. 1 
Mit Satz A erhalten wir die folgende. 
4. FOLGERUNG. Der H-Modul B ist eine monomiale Darstellung von H. 
Genauer gilt 
BH~BB&HH. 
Beweis. Nach Satz 3 ist 
BB&,,H+B:b@x+bx, bEBB, XEH 
eine H-rechtslineare Surjektion. Zum Beweis der Bijektivitat dieser Abbildung 
konnen wir k algebraisch abgeschlossen voraussetzen. Nach Satz B fur G’\G 
statt G/G’ gilt 
H,H g HfH’n, n = [A(G’\G) : k] = [A(G/G’) : k]. 
Also ist BB OH’ H k-isomorph zu B. Daraus folgt die Behauptung. 1 
4.3. Beweis van Satz B 
Wir wiihlen ein IntegralJ # 0 van B aus: 
BB = kf: 
Da0 jIntegra1 ist, bedeutet fur x E H 
(4.1) 
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5. LEMMA. Durch 
wird eine H’-rechtslineare Abbildung dejiniert. 
Beweis. Sei x E H. In H @ H//H’ gilt 
-- 
-- 
= c w Of&w) . 7 = f&I 0 1. 
Wegen (1.11) folgtf(x) E H’. S ei x’ E H’. Nach Definition von f ist 
Wegen Satz 3 wird durch 3x’ =36(x’), x’ E H’ eine Abbildung 6 : H’ -+ k 
definiert. 
6. LEMMA. Die Abbildung 
b: H’- H’, b(X’) := ;) x;,,&;,,), x’ E H’ 
ist ein Algebraautomorphismus von H’. 
Beweik. Offenbar sind b und daher such b Algebrahomomorphismen. 
Ebenso ist 
c: H’ -+ H’, c(x’> := c 4&S(&))>, x’ E H’, 
IX’) 
ein Algebrahomomorphismus und zwar, wie man leicht nachpriift, die inverse 
Abbildung zu b. 1 
7. LEMMA. 5% M E H mit j&l = E. Dann gelten fiir x E H: 
(1) x = C(M) S(~dfWd 
(2) x = C(M) b-l(fWWd)) M(e) . 
Beweis. (1) Nach Definition von f folgt 
UNTERGRUPPEN FORMELLER GRUPPEN 43 
(2) WegenJM = E gilt 
j(ziq = f(M) &(x’) = X(x’), X’ E H’. 
Fiir x E H, x’ E H’ gilt nach Definition of =f(%), .&(x’) = b(x’). Unter 
Verwendung von (1) folgt jetzt: 
1 b-1fwv41)) M(z) 
= c w SW(l)) fbww) Ju%)mdm Mw 
= c %~Jh%wl))) fWw%))W 
= c XB)~(X(2)S(M(l))f(M(2)S(X(Q))M)) 
= c %~fb(2&%))~) 
= x. I 
Es folgt schliel3lich 
SATZ B. H’ C H ist Frobeniuserweiterung 2. Art mit Frobeniushomomor- 
phismus f und Automorphismus b, d.h. 
(1) HHr ist endlich erzeugt und projektiv. 
(2) F : H -+ Horn&H,, , HA,), F(x) : = fx, x E H, ist bzjektiv. 
(3) F(x’x) = b(x’)F(x), x E H, x’ E H’. 
(Hom,(H, H’) ist dabei vermoge H,H’ Links-H’-Modul). 
Beweis. Nach Proposition 3 gibt es M E H mit JM = E. Aus den Defini- 
tionen von f und b folgt fiir x E H, x’ E H’: 
f(x’x) = b(x’) f (x). 
Aus dieser Formel und Lemma 7, (1) folgt die Surjektivitat von F. Wegen 
Lemma 7, (2) ist F injektiv. Ebenfalls nach Lemma 7 ist Hn# endlich erzeugt 
und projektiv. 1 
Die Folgen (S(MtI)))tM) bzw. (M(s))(,) heiOen Paar von dualen Erzeugenden 
von H tiber H’ bzgl. f. Mit ihrer Hilfe definiert man die Spurabbiidung fur 
die Frobeniuserweiterung H’ C H. 
8. BEMERKUNG. Voraussetzungen wie in Sats B. Dams sind aquivalent: 
(1) H’ C H ist eine Frobeniuserweiterung 1. Art, d.h. H und Hom(HH, , 
H;i,) sind als H’-H-Bimoduln isomorph oder, aquivalent, b ist ein innerer Auto- 
morphismus von H’. 
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(2) Eb = E. 
(3) b = Id. 
Die Bedingungen (l)-(3) sind erfiillt, falls G’ Normalteiler von G ist. fl 
In [12, 4.1 I], wird ein Beispiel fiir (endliche) formale Gruppen G’ C G 
angegeben, so daB H’ C H nicht Frobeniuserweiterung 1. Art ist. Aus den 
SItzen A und B erhHlt man die. 
9. FOLGERUNG. Der Frobeniushomomorphismus f : H -+ H’ ist surjektiv. 
Beweis. Nach 2.6 ist Hk, direkter Summand von HH, . Die Projektion 
von H auf H’ hat nach Satz B die Form fx, x E H. Also ist f surjektiv. 1 
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